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考前易错提醒

* 按部就班
,
不要跳步

,
认真草稿

,

* 积分的时候需仔细细∴ 不要在过程中漏些东⻄

* 注意常⽤泰勒级数的收域,

* 多元函数的⼀般极值条件,



重积分 셆曲线积分专题整理 ;

, 易漏易忘清单 :

I 重积分下的我坐标换 :

(⼆重 : ) x= x (U ,r) , Y= Y ( U , V)

有时候
从隐函数⻆度出发理解

若滿满⾜xy 对于UV 的⼀阶偏导存在 ,
섻kλ1y 川셆

0
{a

= cxhn) 则有换元公式 bfxyidxdy=↓ ,flx1u , n , y( u,v )| 섻(x ,y , |dudv
V =φ( x , y) ⼀

섻 (λy )=川 dy :ddvuldy=dut乳
dr→dxdy :dy

能 du . dr -组政基 记忆 !

同理我们能容易推⼴到三维

2 重积分的⼏何应⽤ ,

[曲⾯⾯积] 本质上 : ①曲⾯积分 ② 矩形⾯积近似
→ →

,
ds< 셅

⼀
…⼀加, 如
(

!“dxdy 1
借助 dSasa :dxay

⽽

:哦⼀ f
多 ,"π

→ ds=
—

fx+f'yt1 dxdy .

→ bds =ef' j'+1 dxdy

曲线积分 : (⼆维J

d=+gp=λxx=+yitpt = 1+r ☆1= dO, 第型但对称性
[轮换对称 →

⼀对称性 , ⼀
π

( 1 ,tama ) →
T

1
正负
,号选取原则 : 参照第⼀型的取间 :

6_
”dxxdy.
⇒ (os)( ,

sin⽔ ) →[
≥
.

若从起点 →终点时正好从셆⼩→ 셆 值联正; 反之取负,
~

第⼆型 { pax +ady=kPast θ si2 )dS
于提dxiPktθtmkdx.⇒取正原则⼼

② 格林公式 ,

( ③路⽆关
→取正的则⼯:



曲线积分 (三维)
“anay, 第⼀型 (类⽐曲⾯⾯积1 了

셅
:

…7d§-
%

—_

Us
⼆”
☆研dx

的轮换对被Olala
=dsidu歲iadal

如何定向定正负 )

对称性 셆 ⾮封闭曲⾯上 (+1 F ( - ) 前 [⽉后H

第⼆型
. ds=

d=dxβ=器 ! 右 (t)左(- )

δ (投影⾄不同⾯ 封闭曲⾯ (⾥外侧之分)

引⽤ Z = f(x,y ) :⼏1fj
,

⼀發tfiy,別
些ds → dydz . asd= n0x = -⼩
t

f千fyi
⼀ds 5 dxda osβ= oi. = -Hf%? _tfy? ,

{但是 PdyazTθdxdztRdxay= 晶

xp -fyQtkidxdy
② ⾼斯公式 ,

三维曲线积分 L⼀般考查斯托克斯公式第型ds⼀idyiyiHititidti
=⇒1
.
θfx, y , z1 ds = f< f(x*) , git) , z( t ),λx(t)+ 1y"t1)4 1zit1) dt

了①对称性 {轮换对称性对称性

ds 忍 1

δ“

“

ax

ia
^
z

打以第⼆型 dsxy ,z轴! ds 所在切向置i=( λ(t), yi+), Eit)⼀
dx

g

"

us2osfosr.

dsasr= dE → 花=⇒ds=下.dz.
β
x{P ).paxtady +Rda= ) a+2 靠Mdx1

② 斯托克斯公式
(③ 积分与路位⽆关



积分的对称性 ;

⽆向积分的对称性: 奇偶的对称性可以以 “

微元”“积分定义
”

理解 E

a

0
⼆重积分 D关于 x轴对称则

!bfx, ndrfO, fx ,-y 1 = -fx, y)
,

"
→

Y

2%
,

fx,y )d σ,f (x, -Y) = f(x , y)
⼀

… …

!∵셆%⼀ …
,
[ 品…

JT
1② 轮换对称D

.

( y = x ⼜对称 ) 再据积义fu
箭
drtfuyiidi

"aail: 0
② ! fx, dσ= bfig) dσ , f⽆限制 ,

三重积分
,
⼏关于 xoY⾯对称 ,则

☆ fxy , z )du= { 店 %fy,y , z )dUf (x, φ , 21= f (x, φ , z )
fh,y ,- Ʃ)= - f( x,φ, Z ),

第⼀型曲线积分 (潍 ) 迪⼿于 xOY 平⾯对称
) (fx, y ,& 1ds = fx, y ,t) = -f (x,y, Z]i 2hifn,y .z1 ds fx,y, 21= f섮x ,y, Z)
② L轮换对称 (Y =λ, z=x, Z=y 1

Ʃ { fixxds = (fiy) ds =f: fiz1 ds

第⼀型曲积分셆( 基本同上,不过就是L→Ʃ , k → ]

有向积分的对武
셆

第⼆型曲线 第⼆型曲⾯
(从셅物理⻆度]

…早为 x向上分



积分好题⼀览 :

I
.

1% x
⼝
_ x

“能
dx. L⼀定积分转换为重积分]

섻.ag =

⾶↓= %dx| xDay= l前dy = 1m1



常⽤定积分结果 / 不定积分结果
不定 ↓

Ssecxdx = In | secx+ tomx 1 + 6

. m訟鑌jsoehmliasxrutxhelHmxnt: -Mloul( |最

piboaialtaibI魁1齡
ibsdyatmsiafot= lo

☆

Atilypsttfitfptlitediblspjnti(

必x=asdx 即可懈
令x- atant ⇒Jalsectlasec'tdt= a 2. t fseudtamk]

⼆分布 a2 ttandseut in 1secuttanul _ fsecsadu ]

: . Jsecst = Itantsect + iim | se6 t + tnt ) + G

定 ↓

Janctan ( asx) = 0 ,



⽆穷级数整理易错易忘题型梳理,

题型梳理: ;
⼀

⼀般和函数 S (x) 的求解
⽅法⼯⾃然裂项求和 : eg區arctan最超arctan(nt)_ arctancn - 1 ),

⇒ arctanab= arctand - arctanb
⽅法 2

β
利周⼀致收敛级数的分析性质——连续可导可积于⾥外

⼘撇巧川规范格式少出错①Sx=區 fmrx^: )셆 ↑fm>x ĵ : !↑ xhixn) idx
②
念 5h)= gx), g (x)= h (x). 有序记录 ,

!
巧\2 折解 funllar采数加減 ) 셆 配淚系数셆

(乘除)

nt1eg唱x如“⼀znxm点如点⼼只要是取出来的xCEn天关房三x

G創如提 λ^*→ xm
+員,

nλX !
⽅法 3 根据求导/积分级数和: 发现SCx)与 Six)存在微分⽅程

e. g .S<x )= 超( -
)"+p ! xan

*
(使⽤规范格式 2更有条理)

l → S (x ) =Ʃ(+1x ) ) ',H (x|=
XGN)(郎
:區 G=

G”셆 ∞
New : 分奇偶巧出关联 : 超应 =⾶品y +2h= 1

⼘ >

时
셆函展开数为级数 .1展开前须考虑收敛域 )

川展开为幂级数
其它常考
庇= 1- x+ x…

+
( -y^xnt.
. H < xal ]

流1ynxn

⽅汽 : 依据题意适当配凑셆. Cg .fx=成 \x- )的幂级数ieg . sinx展开成 (内 )的幂级数

eg .fx) = arctan⾶展开为λ的+ ii类需求导预理的



1展开为傅⾥叶级数

题型 I 函数展开为傅⾥级数: 区间为 EL, LI上

当 fx1上有间断点 ,边界点
“ 的写法

,

题型 2 函数的奇偶延拓
셆 函数正额展开 : 对f*在 tO, L ] :

셆 函数余展开: 对fx)在Lo, ( ]上 :

0

⼗分易错点 f(x1 =⼗anas丸, 计算出a 0后返代f(x)勿忘除 2 !



. 级数判敛法
正项

数项, , 函数源 :⼀致收敛判敛

正项级数的判敛法
(冷了定性 : 若满⾜ Un+ 1 ≥Un ,那么正项级数⼀定发散

⽐较审敛法⼀极值审敛法
셅
判敛法 ⽐值审法

섰

[ i ⾼斯判敛法根⻆敛法,

柯⻄积分审敛法Un单调递减 ,fm )=Un →1 , "f
(

x)dx与趟,un敛散性相同

交错项级数的判敛法

! :若尼茨判敛法!绝对收敛转化为正项级数)→证收敛,

⼀般数项级数的判敛法

i 绝收敛easn等收收敛 i : limosUntO→发散
微 +2⇒ 敛 3.
加括号 셆 前⾯添删项⇒ 敛散性不变

函数项级数 -致收敛判別法
定义 : ↑ε>0 ,] n>N(ε1 , s .t. , | m(x ) |= |S (x) - Sn (x) |< q

{柯⻄致收欽准则γε 0,雪 n
> NIESt. |Unxlx |+i ,UntbLx<ε

W/M判別法: θ xε] , |µ n( x)|< Mn, ( n= 1 , 2 , 3 . . ) Mn为正项级数
若 Mn为正项级数

, 那么 Um (x)在 I上⼀致收敛
,



定量研究收敛⼀收敛值收敛域

求解收敛域的⽅法 ;

① 2 amx” : 不缺项,媒的α连续 ② 缺项

记 β= lim 셅 ) ( β= li00
"Tani] ⽐值判別法原理 :

x

则幂级数的收敛半往 当為!fx)R = 0
. β= t 的后 ,
β= 0 当x) > 1 时 , 发散

台 , 0 <β< tag 当f(x) = 1 代⼊讨论

셅.⼩众题型1判断级数是否能展开勤泰勒级数1幂级数

记① Rn= f
州

!* 如(州 ,
q介於λ与λ셆

섰 充要条件↓ eim∞ Rn(x ) = O
, λEI ,I: =(λ, o +r) ( r>)

②
섰充分条件!
] M>0, s ,t . |f "

"ix) |≤M 对 FntN , tx ε (xok, λ o+B)都成⽴

1⼩众題题型 ) 据级数运算汽则推算敛散性



⼴义积分解惑

⽆穷限积分求值
—— 极限求植

limxstoxPf(x )=ts = (

判敛⼀个⽐阶判敛法셆
: (i

" fuxdx {收敛 : O≤ l <tu , P > ]

䠠 ⽐较审敛法 发散: O <( ≤+∞,
P ≤|

若有 fxrgN ,或=1, 即州1与g)等⼈ 셆那么셆姐阶了同阶
≈G不定等价⽆穷f

셆 g1散性相同

( 找等价⽅汽 : 洛必达思路泰勒展升,

注意xxt∞ ⽽不是 x+ 0 ,不要⽤等价⽆穷⼩⽆脑硬套

粉有曬m⼼且rfx1
in

Jafix3dx= lim→

b-qfatfix dx
判敛 셆

⽐阶判敛法, linxa+ (x-a) "f1x = L
(⾮负,暇分) i =3 Jafixidx {?o < lcm

<
l⼀

1 ( ⽐较셆軍审敛法 셆
由⽐较軍审敛泛⽽来 ,

⼀般判敛 :绝对收敛⇒收 因在于
a我atdx=limtaea是 dx

= limt→a+ε p(x-a
)" |

"

t

=limsa +
((b若-)

当P< 1时收敛

当 P ≥ 1时发散



多元函数微分题型⼀览

셆 ⼆重极限的求解与证明,
求解

iNayI
分⺟根式有理化→连续 证明 (

存在 :定义

Nay 2换元降阶为普通极限
Way 3 夹逼⼗放缩 不存在点列不收微

:

应⽤于涌某⼀⽅向上在in =hx

两个⽅向上极限值不同:Y =x ^ , Y: λ

偏导数的求解
① MindMap有序求解法
② 全微分法

证明可微的⽅法
①偏导连渎

可微 [ ② 燕셆섯 ☆/셆器셆 ( 不可微倡偏导数不存在有连续

,⾼阶微分
dz = (&dx+哥dy ) kz

, 隐函数求导

公式浩

I

,
求⽅式数:⼀列⽅程

1

|,( ] :
2 定义尤其是不可微的时候섻

(s tsotfiottei- ⼆ lim
t

&[cos多 , ω|β)是的⽅年统셆

梯度

| y ,y.) = gradlxo,) 如☆gradf= i 莉섻 ,fif (xy ]




